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1. Einf1lhrung. 
Wir betrachten die Bewegungsgruppe eines hyperbolischen Raumes, 
den wir uns in einem projektiven Raum eingebettet vorstellen. Die 
Untergruppen die einen Punkt des projektiven Raumes fixieren sind zwei-
dimensional. Sie sind zu ebenen Bewegungsgruppen isomorph. Ist der 
Fixpunkt ein eigentlicher Punkt des hyperbolischen Raumes, so ist die 
betre:ffende Untergruppe zur Bewegungsgruppe einer elliptischen Ebene 
isomorph. Ist der Fixpunkt ein Randpunkt, so ist die Untergruppe 
euklidisch, ist der Fixpunkt ein "Oberpunkt, so ist die Untergruppe hyper-
bolisch. Ist speziell der hyperbolische Raum das mit hyperbolischer Metrik 
ausgeriistete Innere eines Kugels in einem euklidischen Raum, so indu-
zieren die Bewegungen des hyperbolischen Raumes kreistreue Transfor-
mationen auf dem Kugel, die als projektive Transformationen der kom-
plexen Geraden gedeutet werden konnen. Diese konnen mittels zwei-
reihiger Matrizen mit komplexen Elementen dargestellt werden. Es gibt 
aber allgemeinere Bewegungsgruppen als die iiber dem reellen Korper. 
Wir erwahnen hieriiber drei Theoreme die an Bachmann's Buch "Aufbau 
der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff" entnommen sind: 
Theorem 9. Die folgenden Gruppen stimmen iiberein: 
1. Die H -Gruppen; 
2. Die Bewegungsgruppen der hyperbolischen projektiv-metrischen 
Ebenen; 
3. Die Gruppen Oa+(K, F), mit K von Charakteristik~2 und F ternar 
und nicht nullteilig; 
4. Die Faktorgruppen der multiplikativen Gruppen der Quaternionen-
systeme Q(K; -1, -1), mit K von Charakteristik~2, nach ihren 
Zentren; 
5. Die linearen Gruppen L2(K), mit K von Charakteristik~2. 
85 
Theorem 10. Zu einer euklidischen Bewegungsgruppe @,@5 gibt es 
einen Korper K von Charakteristik ¥- 2 und ein Nichtquadrat - k a us K 
derart, dasz die Gruppe @ durch die Gruppe der Matrizen 
v2-ku2 2kuv 
v2+ku2 e v2+ku2 a 
v2-ku2 
mit u, v, e, a, b E K; 
2uv b (u, v)¥-(0, 0); e= ± 1 
v2+ku2 e v2+ku2 
0 0 1 
und dabei das Erzeugendensystem @5 durch die Gesamtheit der Matrizen 
v2-ku2 2kuv 2kuw 
v2+ku2 v2+ku2 v2+ku2 
Su,v,w = v2-ku2 
mit u, v, w EK; 
2uv 2vw (u, v) ¥- (0, 0) 
v2+ku2 v2+ku2 v2+ku2 
0 0 1 
dargestellt wird. 
Theorem 13. Die folgenden Gruppen stimmen iiberein: 
l. Die elliptischen Bewegungsgruppen; 
2. Die Bewegungsgruppen der elliptischen projektiv-metrischen Ebenen; 
3. Die Gruppen Os+(K, F), mit K von Charakteristik¥- 2 und F ternar 
und nullteilig; 
4. Die Faktorgruppen der multiplikativen Gruppen der Quaternionen-
Schiefkorper Q(K; k1, k2), mit K von Charakteristik¥- 2, nach ihren 
Zentren; 
5. Die Gruppen, in deren Gruppenraumen die Inzidenzaxiome eines 
projektiven ~aumes von einer Dimension groszer als 1 gelten. 
In dieser Schrift werden wir die Gruppe (5) des Theorems 9, die Gruppe 
des Theorems 10 und die Gruppe (4) des Theorems 13 als Untergruppen 
einer Gruppe H, deren Elemente zweireihige Matrizen sind, herbeifiihren. 
Die Matrix-elemente werden dabei einem Korper 0 von verallgemeinerten 
komplexen Zahlen tiber einem Korper K von Charakteristik ¥- 2 entnommen 
werden. 
2. Definition der Matrizengruppen H und H'. 
Es sei K ein Korper von Charakteristik¥-2, -k ein nichtquadratisches 
Element aus K. Die iibrigen Elemente aus K werden mit griechischen 
Buchstaben geschrieben werden. In K x K definieren wir eine Addition 
(die gewohnliche Vektoraddition) und eine Multiplikation; die letztere 
durch (1X, {J)(y, ~)=(1Xy-k{J~, IX~+{Jy). In dieser Weise erhalten wir den 
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Ki::irper O(K, k) der verallgemeinerten komplexen Zahlen iiber K. Er wird 
meistens als den Ki::irper 0 erwahnt werden. Wie iiblich nennen wir (IX, 0) 
reell, (0, {3) imaginar, (IX, {3) und (IX, - {3) konjugiert komplex. Die reellen 
Zahlen bilden einen zu K isomorphen Ki::irper, den wir mit K identifizieren; 
wir schreiben weiter (0, 1) = i und ki::innen daher IX+ {3i statt (IX, {3) schreiben. 
Die Elemente aus 0 werden mit lateinischen Buchstaben geschrieben 
werden wenn nicht feststeht dasz sie K angehi::iren. 
Wir bilden die Gruppe F der zweireihigen regularen Matrizen iiber 0 
und erweitern diese mit einem Element Z. Fiir M E F gilt immer ZM = MZ, 
wo M die zu M konjugierte Matrix darstellt. Es ist zz =I und es ist F + FZ 
eine neue Gruppe G. In dieser Gruppe bilden die Elemente !XI, IX E K- {0}, 
das Zentrum; die Elemente ai, a E 0- {0}, bilden einen Normalteiler N. 
Es sei GJH =N. Die Elemente von H sind also 0-homogene Matrizen 
0 (: ~), ad-bc=/=0. Wir werden gelegentlich vom Element(: ~) reden 
wenn die Klasse 0 (: ~) gemeint ist. 
Unter 02 verstehen wir die Menge der Quadrate in 0, unter K02 die 
Menge der Zahlen die das Produkt sind einer Zahl aus K mit einer Zahl 
aus 02. Es gibt in G eine Untermenge von Matrizen deren Determinanten 
in K02 enthalten sind. Diese Menge ist eine Untergruppe G'. Es ist N 
in G' enthalten. Es sei G' JN =H'. 
Elemente aus H die durch Matrizen aus F reprasentiert werden ki::innen 
nennen wir im Folgenden gerade Elemente, diejenige die mit Elementen 
der Restklasse FZ korrespondieren heiszen ungerade. 
3. Allgemeine8 uber die Gruppen H und H'. 
Satz 1. Die involutorischen Elemente der Gruppe H sind diejenige 
die durch K-homogene Matrizen (; :.p) Z oder durch 0-homogene 
Matrizen (a b ) dargestellt werden ki::innen, und nur diese. 
c -a 
Beweis: Eine Matrix M erfiillt die Gleichung M2=Det2·I dann und 
nur dann wenn ihre Spur verschwindet. Sei nun das durch MZ = (: ~) Z 
dargestellte Element involutorisch. Es ist dann 
( a b) (a 5) (aa + bi5 ab + bd) 
c d c rl = ca+dc cb+dd = qi. 
A us ac + cd = ab + bd = 0 folgt: entweder a= d = 0, oder die Determinante 
cb-cb verschwindet. Aus a=d=O folgt aber auch bC=q=cb. Es gibt daher 
Zahlen 8=/=0, IX, {3 so dasz b=IX8, c={38 ist. Wir ki::innen die Matrix nun 
durch 8 dividieren, nehmen aber an dasz dieses schon vorher getan wurde, 
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schreiben also b=IX, c={J. Es ist dann 1X(a+d)={J(ii+d)=0. Diese Be-
dingungen sind erfiillt wenn d = - ii ist. Es ist dann aber gleichzeitig 
aii + bi5 = aii + IX{J = dd +be. 
Ungerade involutorische Elemente nennen wirweiterhin U-Spiegelungen, 
gerade involutorische Elemente G-Spiegelungen. 
Satz 2. Eine U -Spiegelung laszt sich immer als die Transformierte 
einer Matrix K (~ ~) Z darstellen. 
Beweis: Falls IX*O ist nehmen wir 
Durch Transposition erhalten wir 
(l pf{J) (0 IX+ppf{J) z (l -pf{J) = (p IX-) z, 0 l {J 0 0 l {J -p 
was den Fall IX= 0, {J * 0 erledigt. Falls IX= {J = 0 fiihrt 
( p - p) ( 0 - i) z ( l p) = (p 0 ) z 
l l -i 0 -1 p 0 -p 
zum gewiinschten Resultat. 
Satz 3. Eine G-Spiegelung laszt sich immer als die Transformierte 
einer Matrix 0 (~ ~) darstellen. 
Beweis: Es gilt 
( pb-aq -q) ( 0 l) ( p q ) = (p2b- 2apq-cq2)(a b) 
-pa-cq p a2+bc 0 pa+qc pb-aq c -a 
fiir beliebiges p, q. 
Satz 4. Jede G-Spiegelung in H' ist Produkt zweier U-Spiegelungen. 
Beweis: Weil aile U-Spiegelungen der Gruppe H' angehoren konnen 
sie zusammen hochstens die Gruppe H' erzeugen. Gibt es aber eine G-
Spiegelung in H', und ist M eine sie reprasentierende Matrix, so laszt M 
sich nach Satz 3 in die dort angegebene Gestalt transformieren. Es ist 
dann natiirlich s E K02, es sei s=yc2. Transformiert man 
zuriick, wobei man A. und p, verschieden wahlt, aber so dasz ihr Produkt 
gleich y ist, so erhalt man die gewiinschte Zerlegung. 
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Satz 5. Jedes gerade Element in H ist Produkt zweier G-Spiegelungen. 
Beweis: Das gerade Element sei durch (; :) dargestellt. Es sei 
zuerst b#O. Es ist dann 
1st b=O, c#O, so verwechsle man in dieser Gleichung b und c und trans-
poniere. 1st aher b=c=O, so nehme man (~ ~) als einen der heiden 
Faktoren. 
In der vorliegenden Zerlegung ist die Determinante einer der heiden 
Faktoren - 1; das durch diese Matrix reprasentierte Element also in H'. 
Der andere Faktor ist daher in H' dann und nur dann wenn das zerlegte 
Element in H' ist. Jedes gerade Element von H' ist daher Produkt von 
vier U -Spiegelungen. 
Satz 6. Jedes ungerade Element in H ist Produkt einer G-Spiegelung 
und einer U-Spiegelung. 
Beweis: Das ungerade Element sei (; :) Z. Es gilt immer 
( ap+f3b fXa-bp) (p fX ) (a b) 
cp+f3d fXC-dp {3 -p Z = (fX{3+pp) c d Z. 
Der linke Faktor stellt eine G-Spiegelung dar falls die Spur der Matrix 
gleich Null ist. Urn dieses zu erreichen hestimmt man die vier reellen 
Zahlen fX, {3, Re(p) und Im(p) so, dasz sie den heiden homogenen Glei-
chungen Re(Spur) = 0 und Im(Spur) = 0 gentigen, und dasz wenigstens 
zwei dieser Zahlen von Null verschieden sind. 
Die so he'stimmte G-Spiegelung ist dann wieder genau dann in H' wenn 
das zerlegte Element in H' war. Jedes ungerade Element von H' ist also 
Produkt von drei U -Spiegelungen. Es gel ten daher: 
Satz 7. Die Gruppen H und H' sind zweispiegelig. 
Satz 8. Die Gruppe H wird von der Gesamtmenge aller involutorischen 
Elementen erzeugt. 
Satz 9. Die von der Menge der U-Spiegelungen erzeugte Gruppe ist 
genau die Gruppe H'. 
Wir studieren jetzt die mittels 
realisierte Ahhildung der Menge der U-Spiegelungen in dem dreidimen-
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sionalen projektiven Raum PR(K) tiber dem Korper K. Wir wollen 
besonders nachgehen unter welcher Bedingung zwei U-Elemente ver-
wechselbar sind. Es mogen 
(~1 +i~2 ~3 ) z d (1]1 +i1]2 1}3 ) z ~4 - ~1 + i~2 un 1]4 -1]1 + i1]2 
zwei verschiedene U-Elemente darstellen. Die Spur ihres Produkts ist 
F(~, 1J)=2~11}1-2k~21]2+~31}4+~41J3· Genau dann wenn diese symm.etrische 
Bilinearform den Wert Null hat ist das Produkt der heiden Elemente 
wieder involutorisch, sind also beide Elemente verwechselbar. 
Ein Vektor ~in PR(K) reprasentiert eine U-Spiegelung dann und nur 
dann wenn die Determinante der korrespondierenden Matrix von Null 
verschieden ist, das heiszt wenn F{~, ~) =1= 0. Die inneren Automorphismen 
der Gruppe H rufen in P R(K) projektive Transformationen hervor welche 
die Quadratklassen {F(~, ~)} invariant lassen. Auszer der Identitat gibt 
es in H keine Elemente die mit allen U -Spiegelungen verwechselbar sind. 
Die Gruppe H ist daher zu der Gruppe ihrer inneren Automorphismen 
isomorph. Die Form Fist nicht nullteilig; es sind der Vektor {0, 0, 0, I) 
und aile Vektoren {7]1, 1]2, -I, 1]12-k1]22) isotrop. Zusammenfassend haben 
wir: 
Satz IO. Die Gruppe H ist die Bewegungsgruppe des hyperbolischen 
projektiv-metrischen Raumes tiber dem Korper K worin die Orthogonali-
tatsbedingung F{~, 1J)=0 gilt. 
4. Untergruppen der Gruppe H, die zu Bewegungsgruppen irgendeiner 
Ebene isomorph sind. 
Wir betrachten jetzt die Untergruppe die erzeugt wird von denjenigen 
U-Spiegelungen, die mit Z kommutieren. Es ist {0, I, 0, 0) der Bildpunkt 
des Elements Z in P R(K). Mit diesem Vektor orthogonal sind aile Vektoren 
fiir welche ~2 = 0 ist. Das besagt aber dasz die mit ihnen korrespondierenden 
Matrizen reell sind. Die erzeugte Gruppe ist also die Gruppe aller reellen 
Matrizen M und MZ (modulo N). Das Zentrum dieser Gruppe besteht 
aus den heiden Elementen K·l und K·Z. Dividieren durch das Zentrum 
bedeutet hier einfach Identifizierung der Elemente M und MZ. Es resul-
tiert dann die Gruppe ~(K). Es ist das die Gruppe (5) des Theorems 9. 
Wir erhalten also: 
Satz 11. Die Bewegungsgruppe des hyperbolische:n projektiv-metri-
schen Raumes tiber dem Korper K von Charakteristik =1= 2 enthalt die 
Bewegungsgruppe der hyperbolischen projektiv-metrischen Ebene tiber K 
als eine Untergruppe. 
Um weniger triviale Resultate zu erhalten betrachten wir jetzt den 
Xorm.alisator des Elements das in PR(K) auf den Punkt {0, 0, I, p,) ab-
gebildet wird, wo p, ein nichtquadratisches Element aus K ist. Die zu dem 
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Vektor (0, 0, 1, p,) orthogonalen Vektoren sind diejenige fiir welche 
~4 + p,~a = 0 gilt. Die korrespondierende Matrizen haben die Gestalt 
( p lX -) Z. Das Produkt zweier solcher Matrizen hat die Gestalt 
-p,lX -p 
(~ ~), es ist ja 
( p lX ) ( q fJ ) ( pij- ftlX{J {Jp - lXq ) 
- ftlX - p z - p,{J - ij z = p,({Jp -tXij) pq- ftlXfJ . 
Umgekehrt Hiszt sich jede Matrix (~ ~) , b i= 0, als ein Produkt 
( b o ) (afb 1 ) 0 -b Z -p, -ajb Z 
darstellen, wahrend eine Matrix (~ ~) als ein Produkt (: ~) G a:) 
zu erhalten ist. Schlieszlich sehen wir von 
( a b) ( c d) ( ac+p,brl ad+bC) p,b a p,rl c = p,(bc+ad) ac+p,bd 
dasz jedes gerade Element des Normalisators sich durch eine Matrix der 
Gestalt (~ ~) reprasentieren laszt. 
Es enthalt der Normalisator trivialerweise die von dem Element(: ~) Z 
erzeugte zyklische Gruppe als Normalteiler. Diese Gruppe besteht aus 
zwei Elementen; das ungerade Element selbst und die Identitat. Die 
Gruppe durch diesen Normalteiler dividieren heiszt also die Elemente 
paarweise identifizieren, je ein gerades mit einem ungeraden. Als Faktor-
gruppe erhalten wir dieserweise genau die Untergruppe der geraden 
Elemente tXoeo + lX1e1 + 1X2e2 + 1X3C3 wo 
( 1 0) (i 0 ) (0 1) ( 0 i ) eo = 0 1 ' el = 0 - i ' e2 = ft 0 ' e3 = - p,i 0 . 
Schreiben wir weiter noch k1 statt k und - k2 statt p,, so sieht die Multi-
plikationstabelle der et wie folgt a us: 
eo e1 e2 ea 
eo eo e1 ea ea 
e1 61 -k1eo ea -k1e2 
e2 e2 -ea -k2eo k2e1 
ea ea k1e2 -k26l I -k1k2eo 
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Es ist dies die Multiplikationstabelle des Quaternionenschiefkorpers 
Q(K; kt, k2). Die erhaltene Gruppe ist also die Gruppe (4) des Theorems 13. 
Wir haben also den 
Satz 12. Jede elliptische ebene Bewegungsgruppe ist als Untergruppe 
in der Bewegungsgruppe eines geeigneten projektiv-metrischen Raumes 
enthalten. 
Wir untersuchen jetzt die Menge der U-Spiegelungen deren Bild-
vektoren in PR(K) zu der isotrop~n Vektor (0, 0, 1, 0) orthogonal sind. 
Es ist die Menge fiir welche ;4 = 0 gilt. Die korrespondierenden Matrizen 
sind triangular. Wir wiinschen sie diesmal in der K-homogenen Form 
(~ ~) Z hinzuschreiben. Wir betrachten die Funktionen 
X 1 +iy1 =f(x+eiy)={a(x+eiy)+b}f{c(x+eiy)+d}, e= ± l. 
"' (a b) "' (a b) Die Abbildung fv-+ c d , f--+ c d Z ist ein Isomorphismus. 
Einem Element (~ ;) Z wird unter cp-1 die Transformation 
1 • I p(x-iy) + txi 
X +~y = -p 
zugeordnet. Wir schreiben p=v+iu, tx= -2w; u, v, w K. Es ist dann 
X 1 +iy1 = (v2+ku2)-1· {(v -iu)2(x-iy)- 2wi(v-iu)} 
woraus: 
X 1 = (v2+ku2)-1· {(v2-ku2)x-2kuvy- 2kuw}, 
y 1 = (v2+ku2)-1· {- 2uvx- (v2-ku2)y-2vw} 
folgt. Wir erhalten so genau das Erzeugendensystem 6 des Theorems 10. 
Es folgt: 
Satz 13. Jede euklidische ebene Bewegungsgruppe ist als Untergruppe 
in der Bewegungsgruppe eines geeigneten hyperbolischen projektiv-
metrischen Raumes enthalten. 
5. Schluszbemerkungen. 
Wie gezeigt lassen sich aile ebene metrische Geometrieen aus der 
Bewegungsgruppe eines hyperbolischen projektiv-metrischen Raumes tiber 
einem Korper von Charakteristik =1= 2 herleiten. Der nachste Schritt ware 
also ein Axiomensystem zu finden aus dem sich die oben beschriebene 
Gruppe in abstrakter Weise konstruieren liesze. Es ist mir dies bisher 
nicht gelungen. J. Ahrens hat ein Axiomensystem angegeben aus dem die 
raumliche metrische Geometrieen hergeleitet werden konnen. Es wird 
7 Series A 
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dieses System aber nur von einer hyperbolischen projektiv-roetrischen 
Bewegungsgruppe erfilllt falls der Korper K geordnet ist. In diesero Fall 
erhalt roan zwar die allgemeine hyperbolische Ebene, aber nur spezielle 
euklidische und elliptische Ebenen. 
University of Nigeria, Nsukka 
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